Fecho Convexo e o paradigma Rotating Calipers
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Resumo

O desenvolvimento e a busca por eficientes abordagens
algoritmicas voltadas para a obtencdo da estrututura to-
pologica e combinatoria do fecho convexo de um conjunto
de n pontos em R™ é um dos problemas mais estudados
na drea de Geometria Computacional e historicamente foi
um dos primeiros problemas geométricos a ser completa-
mente analisado no plano. Uma outra importante carac-
teristica associada ao fecho convexo é que outros proble-
mas geométricos sdo facilmentes resolvidos a partir de sua
existéncia. Este trabalho explora o uso do paradigma de
rotating calipers associado a estrutura do fecho convexo
de um conjunto de n pontos no plano e mostra como es-
tas duas abordagens podem solucionar vdrios outros pro-
blemas de natureza geométrica.

1. Introducao

O problema de se encontrar a estrutura do fecho convexo
de um conjunto de n pontos no espago R™ possui intimeros
interesses tedricos e préticos. Entretanto, as aplicacdes mais
imediatas estdo associadas as dimensdes 2 e 3, como por
exemplo: deteccdo de colisdo [1] em movimentos de robds,
cdlculo da drea/volume minimo necessdrio para envolver
um objeto 2D/3D e andlise de formas [2], para citar algu-
mas. De modo a limitar a abrangéncia do tema, no contexto
desse trabalho vamos restringir a discussao ao espago eucli-
deano de dimensao 2.

Formalmente, o fecho convexo de um conjunto finito de
pontos em R?, vamos denotar por Conwv(S), é o menor con-
junto convexo que contém todos os pontos de S. Existem
indmeras e eficientes abordagens algoritmicas para se en-
contrar a solugdo desse problema, de forma exata ou apro-
ximada [2] e jd implementamos varias delas num projeto de
iniciacdo cientifica suportado pela FAPESP. Contudo, o ob-
jetivo central desse trabalho € ilustrar como o paradigma
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de rotating calipers pode ser combinado com a estrutura
do fecho convexo para solucionar problemas de natureza
geométrica envolvendo conjunto de pontos no plano, como
por exemplo, o seu didmetro [3], ou, as cascas convexas
desse conjunto, a partir das quais € possivel obter o nivel
de profundidade de um ponto no respectivo conjunto, ou
ainda, uma tridangulac¢do dos pontos dados [5]. Além disso,
vamos explorar como a idéia de rotating calipers pode ser
usada para encontrar as tangentes inferior e superior, que é
um passo construtivo fundamental para a obtencdo da es-
trutura do fecho convexo quando se usa o principio de di-
vide and conquer [4]. Vale salientar ainda que a estrutura
topoldgica do fecho convexo estd diretamente relacionada
a outras duas importantes subdivisdes planares associadas a
um conjunto de pontos arbitrdrios, mais especificamente, a
Tridngulacdo de Delaunay e o seu dual, que € o Diagrama
de Voronoi [2].

2. Diametro do Fecho Convexo

Dado um conjunto de pontos S = {p1,p2,D03,.-.,Pn}
S C R2, o didmetro de S (diam(S)) é dado pela medida
dmax que maximiza a distancia Euclideana entre quaisquer
pares de pontos em S. Esta defini¢do pode ser formalizada
pela relagdo (1), dada abaixo.

E facil verificar que o par de pontos mais distantes de S
estd necessariamente em seu fecho convexo. Em outras pa-
lavras, o didmetro de S € igual ao didmetro dos pontos per-
tencentes ao Conv(S). Existem algumas alternativas para
se obter o diam/(.S) a partir da existéncia de Conuv(S), mas
no contexto desse trabalho vamos ilustrar a solu¢do base-
ada no principio de rotating calipers desenvolvida por Sha-
mos [3].

Um par de pontos (p,q) no fecho convexo é denomi-
nado antipodal se existirem dois hiperplanos paralelos /; e



l2 passando por p e g respectivamente, tal que, todos os ou-
tros pontos do fecho convexo estfo entre [ e l5. A Figura
1 ilustra diagramaticamente esse conceito. A partir dessa
mesma figura € possivel observar que o didmetro de um
conjunto arbitrario S' é dado por um par de pontos antipo-
dal. Além disso, todos os pares de pontos antipodais se lo-
calizam em C'onv(.S). Logo, para determinar o didmetro de
um conjunto S qualquer, € suficiente encontrar todos os pa-
res de pontos antipodais e verificar aquele que maximiza a
distincia entre eles.

Figura 1. O par de pontos (p;, p;) é antipodal.

Para entender o processo de como todos os pares de pon-
tos antipodais podem ser identificados, vamos considerar o
poligono convexo ( Conv(S) ) da Figura 2, cujos pontos
estdo orientados no sentido anti-hordrio e determinar aque-
les que s@o antipodais com relagdo ao ponto p;.

Di

Figura 2. Encontrando todos os pontos ¢ €
Conv(95), tal que (p;, ¢q) seja antipodal.

Percorrendo os pontos no sentido anti-horario, encontra-

mos o ponto ¢,, tal que, a distdncia entre a reta suporte pas-
sando pelo segmento p;_1p; a g, seja a maior possivel. Se-
melhantemente, a partir de p; e, “caminhando” no sentido
horério, encontramos o ponto ¢;, tal que, a distincia entre
a reta suporte passando por p;p; 11 a ¢; seja maximizada.
Logo, a cadeia de pontos entre g, € ¢; (sentido anti-hordrio),
incluindo seus extremos, define o conjunto C(p;) de pontos
que formam pares antipodais com relacao ao ponto p;. Essa
idéia é repetida para os demais pontos, o que permite identi-
ficar todos os pares de pontos antipodais. Devemos observar
que essa abordagem ndo exige em nenhum momento a ne-
cessidade do cdlculo de angulos, aumentando a eficiéncia
do processo computacional envolvido.

Para explorar e entender um pouco mais a idéia intuitiva
do uso do paradigma rotating calipers aplicado na obtencio
dos pares de pontos antipodais, vamos considerar a Figura
1, onde pode ser observado que o par de pontos (p;, p;) sdo
antipodais. Essa conclusdo pode ser corroborada por meio
da observacdo das retas tangentes [; e l2, que passam por p;
e p;, respectivamente. Vamos considerar ainda que os pon-
tos pertencentes ao poligono convexo estejam orientados no
sentido anti-horério.

Para encontrar o préximo ponto antipodal em relacdo a
Di, seja 0; o angulo formado pela reta [; com a aresta p;p; 11
e 0;, o angulo entre a reta I3 com a aresta p;p; 1, ver Fi-
gura 1. Se §; < 6;, entdo rotacionamos ambas as retas de
um angulo igual a ;, encontrando o ponto p;41 que € anti-
podal com relagdo a p;. Este procedimento continua até vol-
tarmos a posicao original.

3. Triangulacao de Pontos a partir de Cascas
Convexas

As cascas convexas de um conjunto de pontos .S pode ser
obtida a partir da aplicagdo sistemdtica do algoritmo de fe-
cho convexo. Inicialmente, o algoritmo ¢ aplicado ao con-
junto original de pontos S, dando origem a primeira camada
convexa. Em seguida, o conjunto de pontos pertencentes a
Conwv(S) é retirado de S, e, sobre o conjunto resultante,
executa-se novamente o algoritmo de fecho convexo, o que
resulta na segunda camada. Esse procedimento € repetido
até que nao haja mais pontos para serem trabalhados. A Fi-
gura 3 ilustra um exemplo de cascas convexas obtidas a par-
tir de um conjunto de pontos arbitrario.

Encontrar as cascas convexas de um conjunto de pon-
tos S, permite que possamos obter a profundidade con-
vexa de um ponto p; qualquer neste conjunto, que € de-
finida como o nimero de cascas convexas que devem ser
removidas de S, até que p; seja um ponto extremo. As-
sim, os pontos com profundidade convexa 0 sdo aqueles
que pertecem a C'onv(S). Por outro lado, os pontos com
profundidade convexa 1 s@o todos os pontos pertencentes
a Conv(S — Conv(S)). Em outras palavras, os pontos do



fecho convexo obtido a partir da remog@o do conjunto S,
dos pontos Conwv(S). Entretanto, nosso maior interesse na
determinag@o das cascas convexas de um conjunto de pon-
tos S C R2, ¢ obter uma tridngulagio desses pontos. Para
esse propdsito € necessario definirmos o conceito de anel,
que ¢ a regido planar compreendida entre duas cascas con-
vexas consecutivas, conforme pode ser observado na Figura
4.

Figura 3. Exemplo de cascas convexas asso-
ciadas a um conjunto de pontos no plano.

O algoritmo de tridngulacdo de pontos no plano a par-
tir das cascas convexas e que utiliza a idéia de rorating ca-
lipers € devido a Toussaint [5] e possui complexidade de
tempo linear.

Sejam P e () dois conjuntos de pontos orientados no sen-
tido anti-hordrio e associados, respectivamente, a duas cas-
cas convexas simultaneas em S. Todas as arestas pertencen-
tes as cascas convexas sdo também arestas da tridngulagdo
de S, portanto, é suficiente obter as arestas localizadas no
anel formado por P e (). O passo inicial € computar os pon-
tos de abscissa minima p; € ¢; nos conjuntos P e (), respec-
tivamente. A aresta ligando ambos pertence a tridngulacio.
A Figura 4 ilustra diagramaticamente a descri¢do acima. Em
seguida, contrdi-se as retas de suportes verticais [,, e [, (ca-
lipers) passando pelos pontos p; € ¢;, respectivamente.

O préximo passo € rotacionar (rotating) essas retas no
sentido anti-hordrio até que uma delas coincida com uma
das arestas de P e @, encontrando um novo vértice (p;41
ou ¢;+1), que por sua vez dard origem a uma nova aresta da
tridngulacdo. Se este vértice pertencer a P, entdo, a aresta
resultante serd (p;+1,q), caso contrario, a nova aresta serd
definida por (p, gj+1). No caso de ambas as retas supor-
tes coincidirem com as arestas (arestas paralelas), € indife-
rente escolher uma ou outra. Este procedimento € repetido
até alcangar novamente os pontos de origem p; € ;. E im-
portante observar que a tridngulacdo obtida a partir dessa

técnica pode ser facilmente convertida numa tridngulacdo
de Delaunay por meio da aplicagdo do principio de edge-

fip [2].

Figura 4. Triangulacao de pontos a partir
do principio de rotating calipers aplicado a
regiao sombreada denominada anel.

4. Combinando Fechos Convexos

Uma outra aplicacdo do principio de rotating calipers
¢é na obtencdo das tangentes inferior e superior necessarias
para obter a unido de dois conjuntos convexos arbitrarios
e disjuntos, mantendo-a convexa. Esse passo construtivo é
utilizado para encontrar Conv(S) a partir da abordagem
dividir-para-conquistar [2].

Para combinar (unir) dois fechos convexos inter-
medidrios P e (), devemos encontrar os pontos p;, pr, € P
e qr, qs € Q, tal que, os segmentos pP:q, € Prqs, Sejam tan-
gentes aos conjuntos P e @) e os pontos de ambos os con-
juntos estejam compreendidos entre as tangentes. Em
outras palavras, se olharmos para cada tangente indi-
vidualmente, os pontos de P U @ estio de um mesmo
lado.

Toussaint [4] prop0s aplicar a nocdo de rotating calipers
para identificar essas retas tangentes. Vale salientar que esse
mesmo passo algoritmico € usado para solucionar varios ou-
tros problemas na drea de Geometria Computacional.

Para resolver o problema de encontrar os pares de pontos
que dao origem as retas tangentes que resolva o problema
proposto, é necessario conhecer o conceito de pares de pon-
tos co-podais. Dados dois poligonos P e (), um par de pon-
tos (p,q) (p € Peq € Q) é denominado co-podal entre
P e @, se os respectivos poligonos admitem retas de su-
porte passando por p e g, respectivamente, que sejam para-
lelas. A Figura 5 ilustra um par de pontos co-podal.



Figura 5. Exemplo de um par de pontos (p, q)
co-podal.

Dois vértices p; € P e g; € Q pertencem a uma das tan-
gentes procurada, se e somente se, eles satisfazem as duas
condicdes abaixo:

condicdo 1 os vértices p; € g; formam um par co-podal;

condicdo 2 os vértices p;_1, Pi+1, ¢j—1 € Gj+1, €stdo to-
dos de um mesmo lado em relacdo ao segmento de reta

A Figura 6 ilustra o exemplo do par de pontos p; € g; que
€ co-podal, porém, ndo satisfaz a condi¢cao 2. Assim, nao
pode ser uma tangente que define uma aresta de P U Q. Ob-
serve ainda que que na Figura 6, os pontos p; 1 € gj_1 re-
ferenciados na condigao 2 estdo representados por pg € g,
respectivamente.

A partir desses conceitos é facil elaborar um algoritmo
para encontrar as duas tangentes de interesse, ja que os pa-
res co-podais sdo gerados durante o rofating calipers. Logo,
¢ suficiente verificar se os vértices adjacentes aos pares de
vértices co-podais, situam-se de um mesmo lado em relacio
a reta suporte passando pelos vértices co-podais. Caso isto
seja satisfeito, os vértices co-podais sdo os pontos que de-
finem as tangentes procuradas. No caso do exemplo dado
na Figura 6, os pares de pontos co-podais sdo formados por
(pt, ¢r) (tangente superior) e (pg, gs) (tangente inferior).

5. Conclusao e Trabalhos Futuros

Este trabalho investiga a aplicagdo do paradigma de rota-
ting calipers combinado com a estrutura do fecho convexo,
objetivando simplificar a solug¢@o de problemas envolvendo
conjunto de pontos no plano. Além disso, ilustra como esse

Figura 6. Obtencao de retas tangentes
usando o conceito de par de pontos co-
podal.

método pode ser usado de forma eficiente para a obtencio
de tangentes especificas associadas a dois poligonos conve-
xos. Esse passo construtivo € muito comum em problemas
geométricos cuja solug¢do envolve o paradigma de dividir-
para-conquistar. Na continuidade do trabalho, pretendemos
verificar possiveis aplicagdes do problema do célculo do
diametro de um conjunto de pontos, fazendo uso de outras
métricas.
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