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Resumo

Este artigo apresenta o projeto e desenvolvimento de
uma implementação paralela para o Problema de Rotea-
mento de Veı́culos com Janelas de Tempo utilizando a
plataforma CUDA. Este problema consiste em resolver
o atendimento de um grupo de consumidores que pos-
suem restrições de horário, visando um custo mı́nimo. A
resolução deste algoritmo utiliza o Método Simplex em con-
junto com o Algoritmo de Caminho Mı́nimo Com Janelas
de Tempo, que é uma generalização do Algoritmo de Ford-
Bellman-Moore. Uma simulação do algoritmo paralelo foi
implementada, onde mostrou-se que, para instâncias com
mais de 10 nós, o desempenho chegou a 2.11 vezes melhor
do que a versão sequencial do algoritmo.

1. Introdução

O Problema de Roteamento de Veı́culos com Janelas
de Tempo (PRVJT), foco deste trabalho, utiliza o algo-
ritmo Simplex em conjunto com o algoritmo de Cami-
nho Mı́ninimo com Janelas de Tempo (CMJT). Problemas
de Roteamento de Veı́culos, incluindo variações como o
PRVJTs, pertencem à classe de problemas NP-completo [2].

Levando em consideração as dificuldades inerentes à
obtenção de bons resultados com os algoritmos sequencias
para o PRVJT, este artigo apresenta uma implementação
paralela para o PRVJT por meio de uma estratégia de
resolução proposta em [5]. A solução paralela aqui apre-
sentada utiliza o paralelismo existente em GPUs ou Uni-
dades de Processamento Gráfico da arquitetura CUDA da
NVIDIA [3].

Experimentos foram realizados a partir da
implementação paralela e da implementação sequencial
com instâncias (grafos de rotas) de diferentes tamanhos.
Para as instancias utilizadas, o speedup chegou a 2.2.

O artigo está organizando conforme segue: a Seção
2 apresenta a Descrição do Problema, dividida em Pro-
blema Mestre e Sub-Problema. O Algoritmo Paralelo para
o PRVJT é abordado na Seção 3. A Seção 4 mostra os resul-
tados obtidos. Por fim, a Seção 5 apresenta as conclusões
deste artigo.

2. Descrição do Problema

Problemas do Roteamento de Veı́culos (PRV) consistem
em, dado um conjunto de viagem a serem executadas, en-
contrar um ou mais roteiros para serem compridos por uma
frota de veı́culos, visando um custo mı́nimo de atendimento.
O Problema de Roteamento de Veı́culo com Janelas de
Tempo (PRVJT) possui restrições de atendimento, janelas
de tempo, para o comprimento de cada viagem.

A resolução do PRVJT utiliza uma técnica desenvolvida
por [5, 6] que compreende a utilização de dois algoritmos
muito conhecidos na literatura: O Algoritmo Simplex, que
resolve o Problema-Mestre e de um Algoritmo de Caminho
Mı́nimo baseado no algoritmo clássico de Ford-Bellman-
Moore que resolve o Sub-Problema.

2.1 Solução do Problema-Mestre

A entrada para o problema Mestre é um grafo de rotas
G = (N,A), em que A é o conjunto de arestas e N o con-
junto de vértices. O grafo de rotas é um grafo direcionado
com uma única origem (ponto de saı́da do veı́culo) e um



único destino (ponto de chegada do veı́culo). Considere
um conjunto de viagens onde cada viagem i é especificada
por um intervalo de tempo [ai; bi], no qual a viagem deve
ser iniciada. Define-se inter-viagem ou viagem de conexão
como sendo uma aresta que faz parte de uma viagem. A
cada inter-viagem é associada um tempo tij de duração e
um custo cij , indicando tempo e custo para um veı́culo ir
do vértice i para o vértice j. Considere P como sendo o
conjunto das viagens e I o conjunto de inter-viagens.

O Problema-Mestre é resolvido pelo Algoritmo Simplex,
como dito anteriormente. A formulação em Programação
Linear para o PRVJT é necessário para a aplicação do
Método Simplex. A modelagem desta versão é uma das
mais utilizadas na literatura, descrita a seguir:

Minimizar:
∑

(i,j)∈A cijxij

sujeito a: ∑
j∈N xji = 1 i ∈ P (1)∑
k∈N xik = 1 i ∈ P (2)

xij ≥ 0 (i, j) ∈ A
xij > 0 =⇒ ti + tij ≤ tj (i, j) ∈ N (3)
ai ≤ ti ≤ bi i ∈ P (4)
xij = {0, 1} (i, j) ∈ A

(1)
O objetivo é construir um conjunto de rotas com menor
custo, satisfazendo as janelas de tempo e incluindo cada vi-
agem exatamente uma vez. A restrição (1) informa que para
chegar ao vértice i é necessário sair de algum vértice j e a
restrição (2) indica que é necessário partir de algum vértice i
para chegar a k. A restrição (3) indica que não podem haver
caminhos negativos e tem que respeitar os tempos. Por fim
a restrição (4) reflete o intervalo de tempo no qual a viagem
deve ser iniciada.

O Método Simplex é utilizado para resolver problemas
de Programação Linear. Dado uma matriz A, na primeira
fase do método é dividida em duas: básicas B e não básicas
N , de forma que A = (B,N). O mesma divisão ocorre
com as váriaveis da função objetivo x = (xB , xN ), no qual
xB é o vetor de variáveis básicas e xN o vetor de váriaveis
não básicas.

A Figura 1 mostra os passos seguintes, segunda fase,
para a resolução do Método Simplex:

Cálculo da Solução Básica x̂B = B−1b x̂N = 0

Vetor Multiplicador Simplex πT = cTBB
−1

Custos Relativos ck − πTak = minimo{cj − πTaj : j ∈
IN}

Determinação da variável a entrar na base ck−πTak ≥
0

Cálculo da Direção Simplex y = B−1aNk

Figura 1. Segunda Fase - Método Simplex

Em cada iteração, como visto na Figura 1, o Método
Simplex efetua o teste de Otimalidade, verificando se a
iteração atual é ótima (ck − πTak ≥ 0). Se for, a solução
é ótima, caso contrário o algoritmo segue a fim de definir a
coluna que irá sair da matriz básica B, para isso é feito o
cálculo da direção simplex.

É importante ressaltar que a versão utilizada neste tra-
balho é o Método Simplex com Geração de Colunas. O
processo de Geração de Colunas foi incorporado ao Método
Simplex, para determinar a nova coluna a entrar na base a
cada iteração da Segunda Fase. Para encontrar a nova co-
luna resolve-se o Sub-Problema do caminho mı́nimo com
janelas de tempo.

2.2 Solução do Sub-Problema

O Sub-Problema é responsável por determinar a rota de
custo mı́nimo respeitando as restrições de horário, chamado
Caminho Mı́nimo com Janelas de Tempo (CMJT). Para o
PRVJT, O CMJT consiste em encontrar uma rota de menor
custo entre o vértice de origem e o vértice de destino do
grafo de rotas, respeitando as restrições de horários de cada
um dos vértices [1].

O CMJT é utilizado logo após o cálculo do custo rela-
tivo pelo Método Simplex, indicando qual é a rota a ser
seguida. Ou seja, quais colunas associadas ao caminho
mı́nimo foram geradas para entrar na base e continuar a
execução do Simplex.

Para resolução do problema CMJT foi realizada uma
adaptação no algoritmo clássico de Ford-Bellman-Moore
para obtenção do menor caminho. Seja F (i) = {j : (i, j) ∈
A, j ∈ N} o conjunto de sucessores do nó i e L o conjunto
de nós que ainda não foram explorados. A árvore de cami-
nho mı́nimo saindo da origem s é melhorada a cada iteração
do algoritmo. O método das etiquetas consiste em retirar do
conjunto L um nó i, em seguida tenta-se melhorar todos os
sucessores de i. O novo nó melhorado é inserido no con-



junto L, assim, quando o conjunto L for vazio, a etiqueta
θi associada ao nó i representa o caminho de comprimento
mı́nimo saindo da origem s e terminando no nó i [6].

O Algoritmo de Caminho Mı́nimo de Ford-Bellman
Moore utlizado adiciona uma adaptação para as Janelas de
Tempo. A etiqueta θi, neste caso, possui dois parâmetros ti
o tempo de chegada da origem s até i, e ci o custo associado
a i.

3. Algoritmo Paralelo Utilizando a Plataforma
CUDA

Esta seção apresenta a estratégia adotada pelo algoritmo
paralelo implementado utilizando a arquitetura CUDA.

CUDA (Compute Unified Device Architecture) é uma
platarfoma da NVIDIA criada em 2006, que permite uti-
lizar o poder computacional de Unidades de Processa-
mento Gráfico (GPUs) para computação de propósito geral
baseando-se no paradigma SIMT (Single Instruction Mul-
tiple Threads). CUDA possui três abstrações básicas: hi-
erarquia de grupo de threads, memória compartilhada e
sincronização via barreiras [4]. A arquitetura CUDA per-
mite ao programador especificar o que sera executado em
paralelo (código do Device), podendo despachar centenas
de threads para execução, e o que será executado sequen-
cialmente (código do Host).

Estudos preliminares foram feitos sob a implementação
sequencial para o PRVJT. Esta implementação retorna uma
solução ótima, porém o tempo computacional para grandes
instância mostrou-se inadequado. Foi utilizado a ferramenta
gprof, que fornece as chamadas e os tempos de cada função
do algoritmo para a avaliação de desempenho.

A Figura 2 mostra que a função mais custosa da
implementação sequencial foi a ”Poda etiqueta”. Esta
função pertence ao Sub-Problema (CMJT) e é responsável
pela inserção ou remoção de etiquetas.

A Figura 4 mostra o fluxograma de execução do PRVJT.
Essa Figura detalha a interface entre o Algoritmo Simplex
(Figura 1) com o Algoritmo CMJT. A lista de rotas apresen-
tada no fluxograma em tracejado correspondendo ao Sub-
Problema refere-se ao conjunto de rotas possı́veis a partir
de um vértice i do grafo de rotas.

Na implementação paralela, os passos do CMJT
(retângulo tracejado da Figura 4) são executados pelo device
CUDA enquanto que o restante do Algoritmo PRVJT (ba-
sicamente, o algoritmo Simplex) é executado pelo host. É
importante ressaltar que, a cada ciclo de execução do CMJT,
o host é quem atualiza a lista de rotas e invoca novamente
o device. Isso é realizado enquanto a lista for diferente de
nula.

A estratégia de implementação paralela consiste em
fazer com que cada vértice sucessor do vértice atual i seja

Figura 2. Avaliação da implementação sequencial
do PRVJT

Figura 3. Fluxograma de execução do PRVJT

uma thread. Esses vértices sucessores pertencem ao con-
junto L de vértices. A medida que se explora L as melhores
rotas vão sendo definidas. Quando L for nulo significa que
a execução do algoritmo chegou ao fim e a etiqueta θs, em
que s é vértice destino, representa a etiqueta da rota de custo
mı́nimo. Essa rota é enviada ao Simplex, para que ele con-
tinue a execução.

4 Experimentos e Resultados

Os experimentos realizados consistem na avaliação de
desempenho entre uma versão sequencial e a versão paralela
do Sub-Problema do algoritmo PRVJT. Assim, foram im-
plementados algoritmos sequencial e paralelo do algoritmo
CMJT seguindo a estratégia de paralelização mencionada
na Secão 3.

Os experitmentos para a versão sequencial foram real-



izados em uma plataforma computacional composta por um
Processador Intel Core 2 Duo 2.60GHz, 1 GB de memo-
ria RAM, 80GB de disco rı́gido e sistema operacional
Linux Ubuntu 9.10. A versão paralela foi executada sob
uma plataforma CUDA composta por uma placa de vı́deo
GeForce GTS 250, com um 1GB de memória global, 128
processadores e frequência de clock de 1.8GHz.

Para avaliar as implementações foram utilizadas
instâncias que variaram de 10 a 2000 vértices. Essas
instâncias correspondem a grafos de rotas onde todos os
vértices, exceto os vértices origem e destino, são interli-
gados entre si formando um grafo completo. A Tabela 1
apresenta os resultados obtidos com os tempo medidos em
segundos.

Tabela 1. Tempos (s) dos Algoritmos e
Speedup (Ts/Tp)

Nós Sequencial Paralelo Speedup
10 0.00001 0.00052 0.02
50 0.00052 0.00354 0.02

100 0.00347 0.00965 0.36
200 0.02428 0.03023 0.80
300 0.07856 0.06523 1.22
400 0.18389 0.11899 1.54
500 0.35487 0.20209 1.76
600 0.61075 0.32676 1.87
700 0.96732 0.79466 1.95
800 1.44009 0.72213 1.99
900 2.04894 1.00559 2.04
1000 2.80573 1.35611 2.07
2000 22.8303 10.8183 2.11

A partir de 300 vértices a versão paralela obteve um de-
sempenho melhor sobre a sequencial, com speedup (quarta
coluna da Tabela 1) de 1.22. O ganho nas demais instâncias
segue uma evolução conforme aumenta-se a quantidade
de vértices. O gráfico da Figura 4 que apresenta os
speedups obtidos, mostra essa evolução, onde o ponto alto
da paralelização é com entradas entre 1000 e 2000 vértices.
Para as instâncias avaliadas não foi possı́vel observar um
ponto de saturação no desempenho da implementação par-
alela. Assim, é possı́vel que para instâncias ainda maiores
(5000, 10000 vértices) ainda seja possı́vel obter speedup.

5. Conclusão

Este trabalho apresentou o projeto e a implementação
de um algoritmo paralelo para Problema de Roteamente
de Veı́culos com Janelas de Tempo (PRVJT) utilizando a
aquitetura CUDA da NVIDIA. A estratégia adotada pelo
PRVJT consiste na resolução do problema mestre por parte

Figura 4. Gráfico de Speedups

do algoritmo Simplex e na resolução do sub-projeto de Ca-
minho Mı́nimo com Janelas de Tempo pelo algoritmo de
caminho mı́nimo de Ford-Bellman-Moore.

Os ganhos de desempenho da implementação paralela
sob a sequencial podem ser observados a partir de instâncias
com 10 vértices. Os resultados demonstram que o ganho da
implementação paralela é significativo e, a princı́pio, pode
continuar com instâncias ainda maiores do que as avaliadas
neste trabalho.

Como trabalho futuro pretende-se estender a avaliação
de desempenho com instâncias bem conhecidas (instâncias
de Solomon) da área de roteamento de veı́culos. Além
disso, é interessante também avaliar o desempenho com a
implementação completa (implementaçães dos problemas
mestre e sub-problema) e, por fim, comparar o desempenho
com outras implementações paralelas para o PRVJT.
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