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Abstract. This paper describes how the main search techniques in the state
space behave when applied in Rubik’s Cube resolution. For some instances
of the problem, each implemented search was applied and for each one, was ob-
served parameters like how deep the goal state was found, how many nodes was
expanded, how many nodes was evaluated, how many nodes there was in me-
mory when the goal state was found and the time dispended until the algorithm
had finished.

Resumo. Este artigo descreve como as principais técnicas de busca no espago
de estado se comportam quando aplicadas na resolucdo do Cubo de Rubik.
Para vdrias instancias do problema, cada busca implementada foi aplicada e
para cada uma, foram observados pardametros como em qual profundidade o
estado meta foi encontrado, quantos nos foram expandidos, quantos sofreram
expansdo ou quantos nos foram avaliados, quantos no existiam na memdoria
quando encontrado o estado meta e o tempo gasto até o algoritmo ser finalizado.

1. Introducao

O Cubo de Rubik, também conhecido como Cubo Mdgico foi inventado pelo hingaro
Erno Rubik na década de 70. Originalmente ele € um cubo 3x3x3, com diferentes cores
em cada quadrado expostos dos subcubos. Cada plano 3x3x1 do cubo pode ser rotacio-
nado 90, 180, 270 graus em relacdo ao resto do cubo. No estado meta, todos os quadrados
em cada lado do cubo sdo da mesma cor. O quebra cabeca (puzzle) consiste em embara-
lhar o cubo com uma quantidade de movimentos aleatorios e o objetivo € restaurar o cubo
ao estado inicial, ou seja, o estado meta.

A dificuldade do problema é que, em qualquer configuracdo que o cubo se encon-
tre, 43,252,003,274,489,856,000 estados diferentes podem ser encontrados[Korf 1997],
desencorajando, ou mesmo impossibilitando, o uso de algoritmos que empregam somente
a for¢a bruta, como as buscas cegas por exemplo.

Para resolver o problema do cubo, alguma estratégia geral é necessdria, consis-
tindo geralmente de um conjunto de sequéncia de movimento ou operadores que cor-
retamente posicione subcubos individuais sem violar outros previamente posicionados.
Estratégias tipicas requerem em média entre 50 e 100 movimentos para resolver uma
instancia aleatoriamente gerada do cubo.

O presente trabalho demonstra como as diferentes técnicas de busca com dife-
rentes heuristicas, no caso de busca informada, se comportam quando empregadas na
resolugcdo do problema do cubo mégico. Quais sdo as vantagens e desvantagens de cada
abordagem do ponto de vista quantitativo e qualitativo.



2. Trabalhos Correlatos

Existem muitos trabalhos para resolver o problema do cubo magico, embora a maioria
esteja fora do mundo cientifico. A primeira aparicdo do Cubo de Rubik na literatura
de Inteligéncia Artificial foi em 1985. Os experimentos podem ser divididos em dois
grandes grupos: Um que apenas pretende resolver o problema, e outro que quer resolver
o problema com uma solugdo 6tima, ou seja, resolver com 0 menor numero de passos
possivel.

Trabalhos que ndo se preocupam em resolver o problema com solugdo 6tima ge-
ralmente usam a estratégia de decompor o problema em outros problemas menores, €
usam heuristica apropriadas para cada fase da busca pelo objeto. Alguns chegam perto
de uma solu¢do 6tima, com a grande vantagem de requerer um tempo bem menor do que
aqueles que empregam algoritmo 6timo.

Randal em seu artigo [Randall 1998] afirma resolver instancias do cubo com uma
média de 1 hora usando um computador com 4 processadores de 466Mhz e com 1.2 GB
de memoria. Para 200 instancias, todas as solu¢des foram encontradas em profundidades
inferiores a 22. O algoritmo utilizado, como o préprio autor descreve, € praticamente
for¢a bruta com grandes podas baseadas em heuristicas.

O primeiro trabalho que resolveu com solugdo 6tima o problema do cubo magico,
foi produzido por Richard E. korf em 1997, o procedimento empregado estd descrito
em seu artigo intitulado “Finding Optimal Solutions to Rubik’s Cube Using Pattern
Databases”[Korf 1997], no experimento descrito resolveu-se 10 instancias do cubo, sendo
que 1 foi resolvida em 16 movimentos, 3 em 17 movimentos e as outras 3 em 18
movimentos. Executado em uma maquina capaz de avaliar 700,000 nés por segun-
dos, encontrar um estado meta na profundidade 17 leva cerca de 2 dias. O algo-
ritmo divide o problema em problemas menores que podem ser resolvidos com solugcao
Otima, e, para eficiéncia, emprega também pattern databases, que consiste basica-
mente em pré-computar funcdes heuristicas de estados e armazenar na memoria para
consultas[Culberson and Schaeffer 1996].

Existem ainda trabalhos que empregam técnicas diferentes para abordar o pro-
blema sem sair da Inteligéncia Artificial, um exemplo é o Aprendizado por Ex-
periéncia|Briesemeister et al. 1995].

3. Busca no Espaco de Estado

Muitos problemas podem ser vistos como encontrar um objetivo saindo de um ponto ini-
cial e trilhar um caminho até um ponto final fazendo um quantidade finita de movimentos
diferentes. Problemas assim podem ser resolvidos empregando-se a busca no estado de
espacol[J. and Norvig 1995]. Problemas cldssicos que podem ser resolvidos com essas
técnicas sdo entre outros: missiondrios e canibais, problema das 8 pecas, 8-rainhas, pro-
blema do vasilhame, e o abordado aqui, o cubo magico.

Um estado ¢ uma configura¢dao do problema em um momento discreto de tempo.
No caso do cubo um estado € o estado meta, onde cada face do cubo tem apenas uma cor.
Outro estado € a configuracdo do cubo apds ser rotacionado de alguma forma.

O espaco de estado ¢ o conjunto de todos os estados possiveis. Para o cubo
de Rubik, significa todas as permutagcdes possiveis, ou seja 43,252,003,274,489,856,000



estados diferentes.

Um operador é uma operacdo que pode modificar um estado. Idealmente, um
operador sempre deve causar movimento no estado em que foi aplicado. Para o problema
do Cubo de Rubik, um operador pode ser: “rotacionar uma face no sentido horario”.

Busca no espaco de estado significa achar um caminho a partir do estado inicial
até um estado objetivo. O espaco de estado € mais facilmente visualizado como estrutu-
rado em forma de arvore, onde cada n6 representa um estado, e o fator de ramificacdo é
dado pelo nimero de operadores que pode ser empregado.

Expandir um nd, significa aplicar todos os operadores possiveis a um estado (n6)
para gerar novos estados, 0s nds sucessores.

Os tipos de busca podem ser divididos em duas, busca informada e nao informada.
A diferenca € que na busca ndo informada, nenhum conhecimento especifico do problema
€ usado para encontrar um caminho no espago de estado, a Unica coisa que se sabe € se
estd em um estado meta ou ndo. Na busca informada existe uma fun¢do de avaliacao,
que usa o conhecimento do problema para avaliar qual é o melhor caminho a ser seguido.
Essa funcao € chamada de funcdo heuristica.

Uma busca é completa quando sempre que houver um resultado possivel ele for
encontrado, a esse critério da-se o nome completude. Outros critérios de avaliagdo das
buscas sao complexidade de tempo, que diz respeito ao tempo gasto para a busca ser
finalizada, complexidade de Espaco, que mede a quantidade de memoria utilizada e
otimalidade, que verifica se o objetivo foi encontrado com um niimero minimo de passos.

3.1. Busca Nao Informada (Cega)

As Buscas Ndo Informadas sao assim chamadas por ndo utilizar conhecimento do pro-
blema quando procurando o estado meta. Tudo o que sabe em determinado momento € se
o estado € meta ou ndo. Sdo também conhecidas como Buscas Cegas.

Na pratica, ndo é vidvel para problemas com espaco de estado muito grandes,
pois demandam muita memoria e processamento. Nenhum trabalho que resolva qualquer
instancia do Cubo de Rubik foi desenvolvido até hoje usando apenas busca cega.

3.1.1. Busca em Largura

Para encontrar o estado meta, o algoritmo avalia todos os nés de menor profundidade
primeiro, e por isso sempre encontra solugdes 6timas, ou seja, solugdes que partem do
estado inicial e utilizam o menor nimero de operadores possiveis para chegar no estado
meta. O problema com essa busca € o consumo de memoria, pois mantém os nds gerados
na memoria.

3.1.2. Busca em Profundidade

A Busca em Profundidade, ao contrario da Busca em Largura(secao 3.1.1), avalia o n6
de maior profundidade primeiro. A vantagem sobre a busca em largura € que apenas um
ramo da arvore precisa ser mantida na memoria. Em contrapartida, pode retornar solugdes



que ndo sdo Otimas e, pior, entrar em loop infinito e nunca retornar uma solucio. Para
solucionar o problema do loop infinito, pode-se estipular um limite para a profundidade
da busca (Busca em Profundidade Limitada), que € a que foi utilizada nesse trabalho.

3.1.3. Busca com Aprofundamento Iterativo

A Busca com Aprofundamento Iterativo € um misto da Busca em Largura(sec¢ao 3.1.1)
e da Busca em Profundidade(se¢ao 3.1.2), a avaliacdo dos nds e feita como na busca
em profundidade, s6 que limitando a profundidade iterativamente, ou seja primeiro faz
a busca em profundidade até a profundidade 1, depois inicia novamente e vai até a pro-
fundidade 2, depois até a profundidade 3 e assim sucessivamente. Embora o custo com
processamento seja maior que as outras duas buscas, ela tira vantagem da melhor carac-
teristica de cada uma: da busca em profundidade herda a necessidade de apenas guardar
o caminho da raiz até o n6 atual, e da busca em largura herda o fato de produzir sempre
respostas otimas.

3.1.4. Busca de Custo Uniforme

A Busca de Custo Uniforme procura minimizar o custo da solucio a longo tempo calcu-
lando o custo do caminho atual. Esse calculo retorna um valor exato e ndo € considerado
“conhecimento do problema”.

O custo do caminho € geralmente denotado pela letra g, e ela sempre encontrard a
solucdo Otima desde que se respeite a regra: g(sucessor(n)) > g(n).

3.2. Busca Informada

As Buscas Informadas sao aquelas que empregam conhecimento especifico do pro-
blema na busca pelo estado meta. A eficiéncia de uma busca estd intimamente ligada
a heuristica' utilizada, que é o valor que estima a distancia do estado atual em relacdo ao
meta. E geralmente denotada pela letra 4: h(n) = custo estimado da solucdo a partir do
estado n.

Uma func¢do de custo € a que calcula o custo real do estado atual até a raiz, é
geralmente denotado pela letra g.

A funcdo de avaliagdo é a fungao que calcula qual o melhor caminho a ser seguido,
um algoritmo de busca informada geralmente estima o custo da solucao e tenta minimiz4-
lo.

3.2.1. Melhor Primeiro (Best First)

Sempre escolhe o estado com menor custo aparente, isto €, utiliza a funcdo heuristica,
que estima o custo da solu¢do e ndo o seu valor exato. E conhecido também conhecida

'A palavra heuristica é derivada do verbo grego heuriskein, que significa encontrar, descobrir. E
dito que Arquimédes correu nd pelas ruas gritando “Heureka” apds ter descoberto o principio da
flutuagaolJ. and Norvig 1995].



como Busca Gulosa ou Greedy Search >.

A busca costuma encontrar solu¢des rapidamente, mas nao € 6tima, pois escolhe
o melhor aparente e ndo o real melhor. Também nao é completa, uma vez que pode entrar
em loop infinito.

3.2.2. A Estrela (A Star ou A¥)

Emprega as melhores caracteristicas da Busca Gulosa(se¢ao 3.2.1) e da Busca com Custo
Uniforme(secao 3.1.4). Usa uma func¢do heuristica herdada da Busca Gulosa e a funcao
de custo herdada da Busca de Custo Uniforme para para escolher qual né serd expandido.
Com essas duas fungdes cria-se uma nova fun¢do, chamada fungdo de avaliacdo que nada
mais é do que a soma das duas outras fungdes : f(n) = g(n) + h(n).

A busca € 6tima desde que a funcao heuristica empregada seja admissivel, ou seja,
ela nunca pode superestimar o valor real da solucdo.

3.2.3. Subida de Encosta (Hill Climbing)

A busca Subida de Encosta® faz parte da classe de algoritmos de Melhoramento Iterativo
que, a grosso modo, sempre procura melhorar seu estado a partir do estado atual.

N3ao leva em consideragdo o caminho ja percorrido. por causa desse comporta-
mento pode cair em mdximos locais, isto €, um estado que nao é o meta e onde todos os
vizinhos correspondem a um movimento pior.

3.2.4. Témpera Simulada (Simulated Annealing)

Como a Subida de Encosta(secdo 3.2.3), € uma busca de melhoramento iterativo. No
entanto, pode retroceder para um estado pior para tentar melhord-lo posteriormente. Nas
iteracOes iniciais nao escolhe o melhor estado e sim um movimento aleatdrio, se a situacao
melhora, sempre escolhe o estado, sendo, associa a0 movimento uma probabilidade menor
do que 1. Essa probabilidade é dependente de dois parametros e decresce com o tempo:
P=cT"

AE € a energia e corresponde ao médulo da diferenga entre o n6 atual e o né candidato,
T ¢é a temperatura, que deve decrescer conforme o tempo, e P € a probabilidade que se
procura.

4. Concepcao do Software de Analise

O software desenvolvido foi totalmente escrito na linguagem Python, que € uma lingua-
gem de algo nivel considerada muito simples, o que permite um desenvolvimento agil e
de facil manutencdo. A utilizac¢do da linguagem € também um diferencial desse programa.

2Busca Gulosa ou Greedy Search vem do fato de ela sempre escolher a “maior” chance de encontrar a
solucdo sem se importar com a mesma a longo prazo

3Essa busca leva esse nome devido a seguinte analogia: Encontrar o pico de uma montanha sob densa
neblina e sofrendo de amnésia.



Figura 1. Cubo de Rubik

Escrito na plataforma linux, pode ser executado em qualquer sistema operacional
que tenham disponiveis o interpretador python e as bibliotecas utilizadas. Para construir
a interface com o usudrio foi utilizado pyGTK.

4.1. Representacao do Cubo

Um cubo mégico cldssico*(figura: 1) é representado por 27 sub-cubos, dos quais 26 sio
visiveis. Cada face do cubo contém 9 quadrados que multiplicados pelas 6 faces obtém-
se um total de 54 quadrados. Cada um desses quadrado podem ter uma de seis cores
e ha 9 quadrados exatamente com uma determinada cor. Na classe Cubo, cada face foi
internamente representada como uma lista de nove inteiros correspondendo a quantidade
de quadrados que cada face contém, os inteiros em cada lista podem ocupar seis valores
diferentes, correspondendo as seis cores possiveis que um quadrado pode ter. Essas listas
estdo contidas em uma ultima lista que representa o Cubo de Rubik inteiro.

Os operadores foram definidos como sendo todas as rotacdes de 90 graus
possiveis, ou seja 18 operadores, que sdo a interface bésica para manipular o cubo. In-
ternamente, as faces do cubo foram fixadas, dessa maneira, a qualquer tempo, sempre
existird apenas um eixo X, Y e Z para ser tratado. Na classe foram implementados 3
método, 1 para rotacionar cada um dos eixos, cada método recebe como parametro a
direcdo da rotacdo e o plano de rotag¢do no eixo, totalizando os 18 operadores possiveis.

4.2. Representacao das Buscas

As busca implementadas foram a Busca em Largura(secdo 3.1.1), Busca em Pro-
fundidade(secao 3.1.2), Busca com Aprofundamento Iterativo(secdo 3.1.3), Busca Gu-
losa(secdo 3.2.1), A Estrela(sec¢do 3.2.2), Subida de Encosta(se¢ao 3.2.3) e Anelamento
Simulado(secdo 3.2.4). Nas buscas Informadas foram utilizadas duas heuristicas dife-
rentes: Distancia Manhattan 3D e Pecas fora da Face totalizando assim um total de 11
buscas diferentes.

4retirado de http://www.ece.cmu.edu/ pueschel/examples/puzzles/rubik.jpg



Nas buscas implementadas o espaco de estado € representado por uma lista que
pode ser do tipo FILO (First In, Last Out) ou FIFO (First in, First Out). Cada n6 da
lista contém um objeto do tipo cubo e uma lista com o histérico de operadores aplicados
ao cubo desde o estado inicial até o estado atual. Essa abordagem foi escolhida para
podermos descartar os nés avaliados sem perder o caminho até o né raiz, dessa forma
podemos analisar também a quantidade de memoria minima necessdria para a busca em
um determinado tempo.

Como as buscas tem muito em comum entre si, apenas uma busca necessitou ser
implementada inteiramente, todas as outras herdam dessa primeira ou de uma de suas
subclasses, necessitando apenas sobreescrever os métodos que diferem-nas.

Cada busca retorna a quantidade de nos avaliados, a quantidade de nos gerados,
a quantidade de n6s quando alcangada a meta, a profundidade quando alcancada a meta,
o tempo total da busca, e os passos até o estado meta quando o mesmo € encontrado.
E, para fins de estudo, pode-se ajustar individualmente a profundidade maxima que uma
busca pode chegar.

5. Experimentos Realizados

As buscas implementadas foram aplicadas 10 vezes contra instiancias do cubo onde o
estado meta se encontravam nas profundidades 1, 2, 3, 4 e 5. As buscas com melho-
ria iterativa tiveram sua profundidade limitada a 1000 e todas as demais a profundidade
ajustada foi 4.

Assim, dada uma profundidade p, a quantidade de nés n que precisam ser avalia-
das para se encontrar o estado meta no pior caso pode ser encontrado calculando-se:

n = o’ (D

Onde o € a quantidade de operadores aplicédveis, 18 no caso, que corresponde ao fator de
ramificacdo da arvore de busca.

6. Resultado e Discussao

A partir dos experimentos podemos observar que as Buscas de Melhoramentos Iterativos
ndo sao uma boa escolha quando se trata de resolver o problema do Cubo de Rubik.
Torna-se dificil encontrar um estado meta uma vez que um movimento que nao seja bom
seja efetuado. Mesmo em busca em profundidades rasas, a maioria das instancias testadas
nao conseguiram se quer encontrar um resultado. De fato, ndo foi encontrado na literatura
nenhuma solugdo que emprega esse tipo de busca na resolucdo do problema.

As Buscas Cegas sempre encontram uma solu¢@o nas profundidades rasas. Toda-
via, s30 as que mais gastam em recursos como memoria € tempo, tornando-se invidvel
para resolver qualquer instancia do problema. Em buscas onde o estado meta se encontra
em profundidade superior a 5, ndo foi possivel esperar por um estado meta. Uma parte
foi por causa da maquina de teste utilizada possuir apenas 256 Mega Bytes de memoria
RAM, e, quando chega ao limite, a operacao de swap no disco rigido reduz tanto o tempo
de processamento que nao foi possivel obter uma resposta em tempo viavel.

A Busca Gulosa demonstrou-se eficiente na resolucao do problema onde o estado
meta se encontre em profundidade inferior a 6. Mesmo assim, observou-se que na mai-



oria das vezes o estado meta poderia ser encontrado em niveis mais baixos do que os
adquiridos.

A busca A Estrela demonstrou-se como sendo a melhor busca quando se leva em
conta o custo beneficio uma vez que encontra uma solu¢do mais rapidamente em relacao
as buscas cegas e em profundidade menores do que a Busca Cega. Notou-se também que
a maioria das abordagens ao problema do Cubo de Rubik emprega uma variante dessa
busca denominada A Estrela em Aprofundamento Iterativo ou lIteractive Deepening A
Star (IDA*), que € uma mistura da Busca com Aprofundamento Iterativo e a propria A
Estrela. A diferenga é que a profundidade méaxima € limitada pela funcio de avaliacdo
empregada.

A tabela abaixo é um exemplo do desempenho de cada busca onde o estado meta
se encontrava-se na profundidade 3. Esta é uma tabela como o programa implementado
retorna:

Busca | Expandidos | Avaliados | Meta | Meméria | tempo |
Largura 16938 942 3 15997 | 2.161
Profundidade 74736 74699 4 38 8.653
A. Iterativo 5562 5543 3 20 0.696
Gulosa (1) 2718 1229 3 1490 0.574
Gulosa (2) 90 6 3 85 0.014
A* (1) 11466 11436 4 31 2,195
A* (2) 396 347 3 50 0.066
H. Climbing (1) 36 2 None 17 0.006
H. Climbing (2) 36 2 None 17 0.005
S. Annealing (1) 5382 582 None 0 0.921
S. Annealing (2) 18000 3853 None 0 3.260

Na primeira coluna o nimero entre parénteses especifica a heuristica usada, 1
representa a heuristica Distdncia de Manhattan e 2 representa a heuristica Pecas no Lugar.
Na quarta coluna a palavra None significa que o estado meta nao foi encontrado.

Na primeira coluna estd o nome de cada busca implementada, na segunda € a
quantidade de nds expandidos durante a busca, na terceira € a quantidade de n6és avaliados,
na quarta € profundidade em que o estado meta foi encontrado, na quinta estd a quantidade
de nds na memoria quando a busca finalizou e na sexta € o tempo gasto pela busca.

7. Consideracoes Finais

Apesar de ndo resolver qualquer instancia do Cubo de Rubik, pdde-se ver claramente
como cada busca se comporta na resolucdo do Cubo de Rubik. Entdo, como previsto,
o objetivo de observar como as buscas se comportam quando aplicado a esse tipo de
problema foi efetuada com sucesso.

Pode-se incluir facilmente novas busca no software implementado, mesmo que ele
ndo tenha sido concebido para suportar tal caracteristica.

Entre as melhorias que poderiam ser implementadas estdo uma quantidade maior
de buscas, mais heuristicas e também dividir o problema em sub-problemas, de modo que
seja possivel resolver uma instancia qualquer do cubo, ndo importando a quantidade de



movimentos de embaralhamento dado.
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